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S U R LES LOIS D E SORTIE 
DES S E M I - G R O U P E S D E C O N V O L U T I O N 

I M E D B A C H A R 

Abstract. Let fi = (nt)i>o be a convolution seinigroup on R**. An exit law for fi is 
a positive measurable function tp :]0, 00[XR d *-¥ [0, OO] which vérifies the functional 
équation (by putting ipt := ip(t,.)) 

Vs, t > 0 : [ia * <p( = ifis+l X.a.e. 

where A is the Lebesgue measure on UD. Following [1], we prove in this paper that the 
solutions of this équation are on the form 

d{h * p) 
w, = X.a.e. 

d\ 
where p, := (/i()(>0 is t n e reflected convolution semigroup of fi, /? is a positive measure 
on K d such that (jit * p) « A, for evry t > 0. 

Moreover, we study the global solutions and their interprétations in ternis of the 
négative definite function associated to p. 

0. Introduction 

Pour tout t > 0, soient gt :— (ilTly/2 e x P ( — l a fonction de Gauss 
sur R r f et Ht '•= la mesure de densité gt par rapport à la mesure de 
Lebesgue A. Il est connu que fi := (f.it)t>o est un semi-groupe de convolution 
sur Rd et la fonction (t, x) H-> g(t, x) := gt(x) est solution de l'équation 
fonctionnelle (de Chapmann-Kolmogorov) 

Vs,t> 0: ns*<pt = <Ps+t A.p.p. 
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Cette équation s'interprète en théorie probabiliste du potentiel comme loi de 
sortie du processus de Markov associé à fi et elle a fait l'objet de plusieurs tra­
vaux [1,4,5,6,7]. L'objet de cet article est l 'étude de l'équation des lois de sor­
tie pour des semi-groupes de convolution quelconques; i l fait donc siute à [1]. 
D'ailleurs certains résultats intermédiares sont adaptés de cette référence. Le 
premier paragraphe est consacré à des généralités sur les semi-groupes de co­
nvolution n := ((Jt)t>o sur R d . Sous une hypothèse de finitude, on montre 
dans le second paragraphe que <p = (<pi)t>o est une loi de sortie de /J, si et seu­
lement si il existe une unique mesure positive <r-finie fi vérifiant (p.t*P) « A 
pour tout t > 0 tel que 

Vt > 0 : <pt = — X.p.p. 

Puis on étudie d'une manière globale, les cas extrêmes fit « A (resp. Ht -L A) 
pour tout t > 0. Aussi, on exprime des conditions suffisantes à l'aide de la 
fonction définie négative associée à /t. 

1. Général i tés 

1.1. Notations 

Sur R d (d > 1), on note par B la tribu borélienne, par || • || la norme 
euclidienne de R d et par K l'espace des fonctions / : R d i-> R qui sont 
continues à support compact. Soit M le cône des mesures positives de Borel 
sur R d et soit A la mesure de Lebesgue sur R d . On note par L]oc l'espace 
de fonctions localement A-intégrables. On note aussi par £ a la mesure de 
Dirac au point a € R d . Une propriété a lieu X.p.p. si elle est vérifiée sauf sur 
un ensemble A-négligeable. Pour x G R d , / G K et rj,/3 € M, on note par 
/(*) = f(~x)^{f) ~ J f{x)dt](x), par fj(f) := ??(/) et par 

rj*f{x) = J f(x + y)di](y) 

(V*W) = J Jf(x + y)dv(x)d(3(y). 

D'autre part, on utilise la notation rj « (3 (resp. rj X fi) si 77 est absolument 
continue (resp. singulière) par rapport à f3. Si r] est une mesure bornée sur 
Kd, on note par T{rj) sa transformé de Fourier. Enfin, les limites de measures 
considérées dans ce travail sont an sens vague. 
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1.2. Définit ions 

Pour la notion de semi-groupe de convolution, la référence de base 
est [2]. 

1) On appelle semi-groupe de convolution sur R d , toute famille de me­
sures fi := (nt)t>o C M vérifiant 

(1.1) Vs,t > 0 : fi3* fit = fis+t 

(1.2) Vt > 0 : fit(Rd) < 1. 

(1.3) lim fit = eo-

2) On dit qu'un semi-groupe de convolution fi, := (fit)t>o est propre 
(voir [2, 13.2]) si pour tout / € AC+ on a 

oo 

« ( / ) := lim Qx(f) = sup QX(f) = / pt(f)dt < OO, 

où Qx(f) := J e-xtnt(f)dt, VA > 0. 
o 

3) Une fonction * : Rd -> C est dite définie négative (voir [2, 7.1]) si 
pour tous n € N * , ( 7 1 , . . . , 7 „ ) € ( R r f ) n on a 

n 

(*(7i) + * (7j) - * (T i - 1j))ci~3 > °> pour tout (cu ..., cn) € C n . 
i , i = l 

1.3. Propr ié tés 

Soit fi un semi-groupe de convolution sur R d . Alors on a les propriétés 
suivantes: 

1. D'après [2, 8.3], i l existe une fonction continue unique ^ : Rd —> C 
définie négative vérifiant: 

(1.4) W > 0 ; V a ; < E R d : T{fit){x) = exp(-t*(a;)). 

2. L a famille de mesures fi := (/î)t>o est aussi un semi-groupe de co­
nvolution sur Rd. Alors i l est clair que fi et fi sont en dualité par rapport à 
la mesure de Lebesgue A, c'est à dire Vi > 0; V / , g G /C 

(1.5) J (fit*f)(x)g(x)d\(x) = j f(x)(fit*g)(x)d\(x). 
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D'autre part, si W est la fonction définie négative associée à /x, alors ^ est 
la fonction définie négative associée à fi. 

1.4. Exemples 

1. Soit a : R t-> R d un homorphisme continu alors n := (ea(())<>o est 
un semi-groupe de convolution (dit de translation) sur R d . Dans ce cas, 
ji = (s-a(t))t>0i = ia et K est l'image par a de la mesure de Lebesgue A 
sur [0, oo]. 

2. Pour tout t > 0, soient gt := (47r£) _ d / 2 exp " ^ - ^ la fonction de 

Gauss sur R d et fit := gtX, la mesure de densité gt par rapport à la mesure 
de Lebesgue A. Alors fi := (fit)t>o est un semi-groupe de convolution sur R d 

(dit semi-groupe du mouvement Brownien sur R d ) . Dans ce cas, fi — fi et 
\P(x) = ||a;||2. De plus fi est propre si et seulement si d > 3 et dans ce cas 

K = A * N où N(x) := Crf||a;||2""d est le noyau de Newton avec = ^ A ' • 
27T 2 

3. Soit rj € M telle que r?(Rd) < 1. Posons pour t > 0, 

n! 
/ i t := e 'exp (tTj) = e * ^ 

n>0 

avec la notation 7/° = £o et rf1 = 7 7 * 7 7 * . . .*rj (ri-fois). Alors fi — (fit)t>o est un 
semi-groupe de convolution sur R d , dit associé à 77. De plus le semi-groupe 
fi est associé à /t et \P = 1 — T{rf). Pour cet exemple, la mesure K est 
donnée par K = 7 ? n - Donc / i est propre si et seulement si cette série est 

n>0 
vaguement convergente. Contrairement aux deux exemples précédents, on 
n'a pas nécessairement dans ce cas K « A. 

2. Lois de sortie 

2.1. Définit ion 

Soit y, — (/Xt)<>o un semi-groupe de convolution sur R d . Une loi de 
sortie de fi, est une famille de fonctions positives <p = (<pi)t>o C L)oc vérifiant 
l 'équation fonctionnelle 

(2.1) Vs, t > 0 : fis * (pt = (fis+t A.p.p. 

Alors on a le 
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2.2. T h é o r è m e 

Soit <p = ((ft)t>o une famille de fonctions dans L\oc telle que l'application 
oo 

t t-t ipt est mesurable sur ]0, oo[ et J <ftdt G L}oc. On suppose que fi est pro-
o 

pre. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes 
1. (f = (<fit)t>o une loi de sortie de fi. 
2. // existe une unique mesure fi G A l vérifiant fn* fi) « A pour tout 

t > 0 et telle que 

(2.2) y , t > 0 : V t = * ^ X . p . p . 

P R E U V E . 1) 2): Soit (<ft)t>o une loi de sortie de fi telle que « = 
oo 

/ <fitdt G L)oc. Posons at := <pt\. Alors at G A l et d'après (1.5) et (2.1) on 
o 
a, pour tous / G K. et s, t > 0 

(/*»*««)(/) = J J f(x + y)dfis(x)dat(y) 

= J (A» * f)(y)<pt(y)d\(y) 

= j f{y){ns*<fit){y)d\{y) 

= J f(y)<Ps+t(y)d\(y) 

Ainsi a = (at)t>o C A l et vérifie l'équation fonctionnelle 

(2.3) Vs,£ > 0 : fi,s * at = a 3 + t , 

oo 

Comme « G L}oc alors la mesure m := J atdt = w. A G A l et d'après (2.3), 
o 

on a 
oo 

(2.4) W > 0; m * fit = ^ ct sds. 
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Il est clair que (2.4) implique que m* fa < m, c'est à dire que m est excessive 
par rapport à fi (voir [2, 16.1]). Comme fi est propre, i l existe alors d 'après 
[2, 16.7 et 16.8] deux mesures uniques P,77 € M telle que m = k* P + rj, avec 
77 = Hm m * fa. Par (2.4), on a 77 = 0, c'est à dire que m = k * /3. 

En utilisant (1.1) et (2.3), on a pour tout t > 0 

( 00 \ 00 00 

J asds j * / i f = J as * fads = j as+tds. 

0 / 0 0 

C'est à dire 

(2.5) k * (fa * P) = k * at. 

Or, (2.5) et [2, 16.80 impliquent que <pt, A = at = fit * (3 pour tout t > 0. 
2) ->• 1): Soient (p = (<ft)t>o C L}oc et /? G M telles que (pt. X = fa * P 

pour tout t > 0. D'après (1.1) et (1.5), on a, pour tous / 6 AC et s, t > 0 

((Ms * ¥>*)•*)(/) = j (Hs*¥t)(x)f(x)d\(x) = j (fa * f)(x)<pt(x)d\(x) 
= (¥>t-A)(/i. * / ) = (A* * £)(/*. * / ) 

= y J(fts* f)(x + y)dfa(x)d[3(y) 

= f j j f(x + y + z)dfa(z)dfa(x)df3(y) 

= 11 ^( x + ^) d(/ i**^ (H a ;)d/3(y) 

= ( A . + t * i 9 ) ( / ) = (v.+*.A)(/). 

ce qui implique (2.1), car (<ft)t>o C L}oc. 

2.3. Remarque 

Soient / i un semi-groupe de convolution propre. On note par: 

Mu := {[3 € M :Vt > 0 : fit * [3 e M}. 

Mx:= {0 € M» : 0 « A}. 
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Il est clair que M\ C M.y,- Posons 

:= |/3 G Mfi : ^ ^ ^ e s t u n e ^ e s o r < i * e ^ e t1 

Alors on déduit du théorème 2.2, que 

(2.6) MxCS^C M». 

Remarquons qu'en général les inclusions précédentes sont strictes, comme 
on va le voir dans les exemples çi dessous. Ceci nous ramène à comparer S^, 
à M\ et Sfj, à Mfj,. 

2.4. Corollaire 

On suppose que pt « A pour tout t > 0, alors 5^ = M^. 

P R E U V E . Si pt « A pour tout t > 0 alors pt « A pour tout t > 0 et 
donc, pour tous t > 0 et fi G M, on a /i< * /? << A. 

2.5. Exemples 

1. Soit / i = (ea(t))t>o le semi-groupe de translation sur R d . Puisque 
£o € Mu \ M\, on déduit que M A ^ M^. 

D'autre part, £-a(t) * P « A si et seulement si /? << A. Ce qui donne 
M\ = ^ M^. 

2. Soit p = (<7t.A)f>o le semi-groupe de convolution du mouvement 
Brownien sur R d . Alors on a M\ ^ A I M , car e0 G A l M \ M\. D'autre part, 
i l est clair d 'après le corollaire 2.4 que «S/t = M^. Ce qui donne M\ ^ = 
M p. 

3. Soient a = (crt)t>o et v — (ft)t>o deux semi-groupes de convolu­
tion sur R d , alors i l est clair que p = (at <S> Vt)t>Q est un semi-groupe de 
convolution sur R d X R d (voir [2, 8.9]). En particulier si a = (£a(t))t> et si 
v = (<7t.A) (>0, alors on vérifie que la mesure A % s0 G \ A l A ® A et que 
£o®£o 6 Mfj. \ S^. Par siute, on a M\®\ ^ <SM ^ M^. 

4. Soit p := (e~'exp {ttf))t>o le semi-groupe de convolution associé à 77. 
Dans ce cas, si pt * fi « A alors fi « A, ainsi A l A = S?-

2.6. T h é o r è m e 

Soit p = (pt)t>o un semi-groupe de convolution sur R d et soit la 
fonction définie négative associée à p par (1.4). Alors on a: 

1. Si; \P imaginaire pure, on a M\ = S^. 

• 
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2. Si pour tout t > 0, la fonction x \-ï exp ( — e s t intégrable sur 
Rd, on a Su = M^. 

3. S'il exste une constante c > 0 telle que | ^ | < c ( l + 3f?(\P)) alors 
S,t = M^. 

4. Si \P est réelle alors <SM = M^. 
P R E U V E . 

1. Si * est imaginaire pure, alors d'après [2, 7.20], i l existe 0 : R d —>• R 
un homomorphisme continu tel que 9 = i&. Soit alors 0 l'homomorphisme 
dual associe a 0 (voir [2, 2.10]). On pose a la restriction de 0 à [0, oo[. Alors 
i l est clair que (ea(<))t>o est un semi-groupe de convolution sur R d et que 
la fonction définie négative associée est * (voir [2, 8.11]). Or, pour cette 
situation, on a M\ = <SM d 'après l'exemple 2.5.(1). 

2. Si pour tout t > 0 la fonction exp (—tW) = F (fit) est intégrable sur 
R d , alors d 'après le Théorème d'inversion (Thorème 2.6 de [2]), on a \it « A 
pour tout t > 0. Il suffit alors d'appliquer le corollaire 2.4. 

3. Supposons qu'il existe une constante c > 0 telle que < c ( l + 3 î ( $ ) ) . 
Alors on a, d 'après [3, 45.4] et [4, Theorem 5.1], K << A si et seulement si 
fit « A, pour tout t > 0. On conclut par [1] que <SM = M^. 

4. Le cas réelle, est un cas particulier du précédent. 

2.7. Exemples 

1. Soit * : R H + [0,oo[ définie par #(x) = l + |a;| si \x\ < 1 et *(x) = 2 si 
\x\ > 1. Comme $ est paire, continue croissante et concave sur [0,oo[, alors 
\P est définie négative, d 'après [2, 10.6]. 

D'autre part, puisque ^ est réelle, il s'ensuit d'après 2.6.4 que S^ = M.^. 
2. Soient V(x) = / n ( l + x 2 ) + iarctanx et ft(x) = ( l/r( i ) ) l ]o,oo[(aOz t _ 1 

exp (—x). Alors W est la fonction définie négative associée au semi-groupe 
fi = (/f.A)t>o sur R (voir [2, p. 73]). On conclut alors par le corollaire 2.4 
que Sfj, = M^-
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