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~ SUR DES FONCTIONS DES NIVEAUX
INVARIANTEMENT ORDONNES

ZENON MOSZNER

Résumé. On considére des fonctions remplissantes la condition (3) et dans
le cas particulaire I'implication (1). On donne des conditions sous lesquelles
ces fonctions sont généralament homogénes. :

On considére dans quelques problémes en économie, en architecture, en
sciences naturelles, en sciences sociales etc. une fonction u : R3, = Ryy, ot
R+ désigne ’ensemble des nombres réels positifs, remplissante la condition

(1) u(p) < u(q) = u(Ap) < u(Ag),

pour chaque p,q € Ri_,_ et A€EA:= {(:\1, 1ALy - ’&""" ”\"‘2 €eR:.},
R m fm

ou ny,... »m sont fixés et ny + ...+ n,, = n, ou la condition

2 u(p) = u(q) = u(Ap) = u(Aq),

qui résult de I'implication (1).

On peut généraliser ces conditions de la maniére suivante.

‘Soitw : X — Y une fonction et B un groupe des bijections de I’ensemble X
avec la superposition des bijections comme 1’opération. Soit Y un ensemble
linéairement ordonné par la relation ”"<” et considérons la condition:

¢ A A < u(q) % u(T(p)) < w(T(q)).

p.9€X TeB
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On peut remplacer dans cette condition 'implication par I’équivalence
puisque B forme un groupe. Il en résulte que

(4) A A u@) = u(@) = w(T(p)) = w(T(q)).

r,9€X TEB

Les fonctions remplissantes cette condition sont I’objet de la note [3]. Ici
nous occuperons des fonctions qui satisfont a la condition (3) (ou (1)).

Supposons que.la fonction u remplie (3), donc aussi (4). La relation
ppq < u(p) = u(q) est une équivalence, on peut donc considérer la famille
X/p des classes d’équivalence de cette relation. Nous nommons ces classes
les niveaux de la fonction u. La condition (4) est équivalente 3 la suivante

A A : T = TO),

PEX TeB

ou [p] désigne le niveau de u auquel appartient p. On peut donc nommer
ces niveaux comme les niveaux invariants par rapport aux transformations
du groupe B.

Prenons la définition suivante:

(5) < [g) e up) < u(g)-

On peut facilement démontrer que la relation ”<” sur X/p est bien définie,
que X/p est linéairement ordonnée par cette relation et que

(6) A A:bl<ld=s T([P]) < T([g))-

[pllaleX/p T€B

Les niveaux de u sont donc invariantement ordonnés par la relation ”<”
par rapport aux bijections de B.

Siu:X — Y remlit (4) et si nous considérons l’application (u(p),T) —
u(T(p)), nous recevons une fonction F : u(X) x B — u(X) bien définie,
puisque la définition de F' ne dépend pas du choix de p. On a donc

(7) w(T(p)) = F(u(p),T),

d’ou
F(y,hTy) = F(u(p), hT2) = w(T1 Tz(p))

et

F(F(3,T),Ty) = F(F(u(p), T2), T1) = F(u(Tz(p)), Ty) = u(Ty(T3(p)))
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et de la
(8) F(F(y9T2)7T1) = F(yaTlTZ)

pour chaque y € u(X) et T7,T> dans B. La fonction F' remplit donc
P’équation de translation (de transformation) (8). De plus si nous désignons
par I I’élément neutre du groupe B nous voyons d’aprés (7) que

(9) F(y,I)=y  pour chaque y€ u(X).

La fonction F' remplit donc aussi la condition (9) nommée la condition
d’idéntité.

Si u remplit (3) dans ce cas d’aprés (7) la fonction F remplit

(10) AN A:v<z=F@yT)< FzT),
y,z€u(X) TeB

la fonction F(-,T) est donc croissante pour chaque T de B.

Passons a présent & la fonction u : R}, — R,4. Le probléme suivant se
pose dans les applications des.fonctions u remplissantes (1): quelles sont des
conditions nécéssaires et suffisantes pour qu’il existe une surjection croissante
¥ de u(X) sur Ry, pour laquelle

(11) P(u(Ap)) = P(u(p))AT" ... A%

pour c¢y,..., ¢y, réels, pas tous zéro.
Dans ce cas la fonction 9(u(p)) est une fonction homogeéne et la fonction
u(p) est nommée généralement homogéne.

THEOREME 1. IIs existent pour une fonction u : R?, — Ry, des con-
stantes cy1,...,Cm, pas toutes zéro et une fonction ¥ : u (Ri_,_) - R4y
surjective et croissante telles que (11) a lieu si et seulement si (1) a lieu et

(a) il existe ¢ € R}, tel que I'ensemble

D(q) := {(InAy,...,InAp) : u(q) < u(Ag)}

forme un demi-espace ouvert de R™ déterminé par un hyperplan H (9) &
m — 1 dimensions, passant par 0 et

(b) il existe p € R} tel que

u(Ap) = {u(Ap): A€ A} =u(R},).
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Si de plus u (R7%, ) forme un intervalle, 1 comme une surjection sur Ry,
croissante, doit étre continue, alors elle est un homeomorphisme. Il en résulte
d’aprés (11) que A — u(Ap) doit étre continue pour chaque p € R7 .

DEMONSTRATION de ”seulement si”. Si u(p) < u(q) on a (u(p)) <
¥(u(q)), Qo P(u(p))A® < Mu(g))Ae, ot A := AT ... xS, et de T (u(Ap))

< P(u(Aq)), d’ou u(Ap) < u(Aq). Nous avons donc (1).
Remarquons que d’apreés (11) nous avons l’équivilence

u(q) < uw(Ag) & A > 1,

d’ot on a (a) pour chaque g € R} .
La condition (b) est évidente pour chaque p de R}, pmsque

u(Ap) = ¢“‘(¢(u(p))/\°)-

DEMONSTRATION de ”si”. Nous avons
H(q) ={(InA,...,InA,): u(q) = u(Ag)},
puisque on a
u(q) < u(Aq) & InX:=(InAq,...,InAy,) € D(g),

et d’aprés (1)
o : u(q) > u(Aq) & —In A € D(q).

Remarquons que d’aprés (2), qui est la conséquence de (1), la condition
(b) implique que u(Ar) = u(R%, ) pour chaque r de R7,. En effet d’aprés
(b) il existe u € A tel que u(up) = u(r), alors u(p) = w(p~'r), et pour .
chaque s de u(R?%} +) il existe un A € A tel que u(s) = u(Ap). I en résulte
que u(s) = u(Ap~1r), c.q.f.d.

Prenons v¥(u(q)) arbitraire dans R4 et soit z € u( +)- 1 existe A tel
que u(Agq) = z. Posons

$(2) = B(u(A) i= B(u(@)Ne, .

ol ¢ = (€1,...y¢m) €t ¢121 + ... + 2, = 0 est tel équation de notre
hyperplan H(q) que D(q) = {(21,.+- ,2m): €121 + ...+ emzm > 0}. Cette
fonction est bien définie, car si u(ug) = u(Aq), alors d’apres (2): u(A"'ug) =
u(q) et de 1a A=°u® = 1. 1l en résulte que X® = puf, alors Y(u(q))ut =
¥(u(g))A°. On voit aussi que 9 est une application sur Ry 4.
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Nous allons démontrer que (11) a lieu. Il existe pour 7 € R}, un ;\1 tel
que u(Ar) = u(A;q) et de la

B(u() = (a(he) = B(u(@)AS.
Nous avons de (2): u(r) = a(A=1A1q), alors
B(u(r) = Pla(@)A~AS = $(u(Ar)A~,
dob (11), | ) |

Il suffit donc montrer que la fonction 9 est croissante. Soient z,y €
u(R%,) et < y. Dans ce cas 2 = u(Ag), ¥ = u(rg) et * < y nous donne

u(q) < u(A~'ug), alors (A~'p)? > 1, donc, p® > A° et de la P(u(g))u >

¥(u(g))A°. Nous avons donc p(u(pq)) > ¥(u(Aq)), alors ¥(y) > #(z). La

démonstration du Théoréme ! est donc achevée. o

Le lemme suivant est vrai.

LEMME. Siu:R}, — Ry, remplit (1), u(R} ) forme un intervalle et Ia
fonction

(12) t—oau(( 1,...,1 yt.. 8 1,000,1 )p), tER4,
N N N, o ,
ni+..Fn,- n, Nygp1+.. 0,

est mesurable (L) pouf chaque v= 1,...,m et pour chaque p de R% | dans
ce cas la fonction A — u(Ap) est continue pour chaque p € R} .

DEMONSTRATION. En prenant comme les bijections sur R% . les trans-
formations de la forme p — Ap pour A dans A, nous recevons le groupe B
pour lequel u remplit (3). On peut donc la fonction F(y,T), formée comme
plus haut pour la fonction u, considérer sous la forme F(y, ), o

1 A A PRGN = ),

yEu(RL ) AuEA

(14) A F(y,(lt,...,l)): v,

ye“(mz.p)

(15) A A u0n=Fa),y

PERT, €A
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et

A N v<z= Py A) < F(z0).
AEA y,zEu(R1+)

Il résulte de la derniére condition que la fonction y — F(y, A) est continue
pour chaque A € A, puisque u(R% ) forme un intervalle et d’apres (13), (14)
et {15) on a F(u(R%,),) = u(R%},) pour chaque A € A.

Considérons les fonctions

H,(y,t)= F(y, 1,...,1 ,t,...,¢, L,...,1)
R S e
n+..Fn, n, ny41+...+ 1,

et G,(y,a):= H,(y,e*) pour v = 1,2,... ,m. La fonction { — II,(y,1) st
mesurable (L) sur Ry4 pour chaque v = 1,...,m et chaque y € n(R} )
d’apres (15). On a aussi

A N\ GGy @).8) = Guly e+ B),

yeu(RY ) a,B€R

A G@o=y

ye“(]&'-;.-;.)

La fonction y — G,(y, ) est continue pour chaque « de R et de plus
a — G,(y,a) est mesurable (L) pour chaque y de u(R} ). Il en résulte
d’aprés [4] que G, est une fonction continue et de la la fonction /* comme
la superposition des fonctions G, (y,In3) pour 3 € Ry, est aussi continue.
Nous avons donc la thése d’aprés (15). O

REMARQUE 1. Il résulte de la démonstration plus haut que nous recevons
aussi le lemma vrai si nous remplacons dans le lemme démontré la condition
que la fonction (12) est mesurable (L) pour chaque v ou que la fonction
A — u(Ap) est continue sur A par la condition que la fonction (12) est
mesurable (L) ou continue pour un v fixé dans 'ensemble {1,...,m}. La
méme remarque est vraie si nous remplagons partout le tour "pour chaque
p de R}, ” par "pour un p de R},”.

REMARQUE 2. Notre lemme est aussi vrai si nous remplagons la suppo-
sition que la fonction (12) soit mesurable (L) pour chaque v = 1,... ,m et
pour chaque p € R} par la condition que la fonction (A1y--+ 5 Am) — u(Ap)
soit mesurable (L) sur RT, pour chaque p € R} . Pour cela montrer il
suffit d’aprés la démonstration du lemme faire voir que la fonction

(16) t — Hy(y,1)
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est mesurable (L) pour chaque y € u(R} ) et v = 1,...,m. Soit Q
I’ensemble des nombres rationnels et fixons » dans I’ensemble {1,...,m}.
s existent p1,... ,fy—1yMu41y... , im 1éels tels que pour chaque y € QN
u(R7% ) la fonction ‘
t— F(y,ll'lv'“ Y L PRERI VS PRI VNS P AT 2
.72 3 CRERIRY L1725 CREIIRY [P PR al‘m)
est mesurable (L) sur Ryy. Cela résulte du théoréme de Fubini puisque

I’ensemble Q N u(R%, ) est dénombrable et A — F(y, ) est mesurable sur
R, pour chaque y € u(R}, ). La fonction

y_) F(y’l"’i—l7"' ?I‘l'i-l"" ’l‘l‘;ll"" ’I"’;ll’l"" ,1’

-1 -1 -1 =1y
Bogrseos sbugire e sbm seee sbim )

est continue sur u(R%},), donc d’aprés (13) 1a fonction (16) est mesurable
(L) pour chaque y € QN u(R% ).
Soit a présent y € w(R%},), yn € QN u(R%,) et y, — y. Dans ce cas

Hy(yn,p) = H,(y, 1)

puisque la fonction F(:, ) est continue, donc la fonction (16) est mesurable
(L) pour chaque y € (R} ), c.q.f.d.
De méme fagon si nous supposons que la fonction

(/\1,... ,)\,,_1, A,,.H,... ,/\m)—>’u((/\1,... ,/\1,... )
’\u—l,'“ ”\u—191,"' ala’\u+1’--' 1’\V+11-" ,'\ma-“ ,/\m)p),

(17)

olt (Aryeve, Apty Auttyeee yAm) € Ri‘;l, soit mesurable (L) nous recevons
la mesurabilité de la fonction (12) avec p au lieu de v pour = 1,... ,v -1,
v+1,...,met dela on ala continuité de la fonction A — u(Ap) sur A,, ot

A o:={deA: Nj=1pour j=ny+...4n,_1+1,... ,n1+. ctny_1+n,}.
Le fin de la Remarque 1 est aussi ici valable.

REMARQUE 3. On ne peut pas remplacer dans le lemme la supposition
(1) par la supposition plus faible (2). En effet posons pour n = 1:

-(p-1)"' pour pe(0,1),
u(p) = 1 pour p=1,
-p'+1  pour pe(l, ). -

5 - Annales...
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Cette fonction remplit (2) comme une bijection de Ry sur Ry, la fonc-
tion A — u(Ap) est mesurable (L) pour chaque p et clle n'est pas con-
tinue (p.ex. pour p = 1 au point 1). Cette fonction ne remplit pas (1)
puisque pour p = %, q = %, A =3 onaup = % < 3 = u(q) et
u(Ap) = u(1) = 1> 1 = u(2) = w(Aq).

REMARQUE 4. La fonction « dans le lemme ne doit pas étre continue,
méme que la fonction F' dans la démonstration de ce lemme et remplissante
(7) est continue. En effet la fonction (n = 2, m = 1):

€T pour = # Y, (;z‘,y) € Ri—-’r’
u(z,y) =

2z pour T =y, (:E,y) € R-21-+7

est une fonction homogene du dégre 1, donc elle remplit (1) et la fonction
F(y,A) = yA, donc elle est continue. La fonction u n’est pas continue puisque
lim1 u(l,y) =1+#2=u(1,1). Mais si F est continue et

y—

(i) u(p) est continue sur I’ensemble o
Ri={peRi,: pi+.. -+Pi, =1 et ]);211+...+n,,+1 +"'+]);?1;+...+11,+1 =1
pour v = 1,...,m},

dans ce u est continue. En effet soit g(k) — ¢ pour g(k), ¢ € Riy etk — oo
et soient A(k) € A et tel que " 7

1 ‘.0 ": 1
M(k) =[gf(R)+ .o+, ()], Ae(k) = [ (k) +... + Gnyna ()] 7

1

2

.y /\m(k) ‘= [(Iil+_“+nm_1+1(k) +...4+ q7211+...+n,,, (k)] ,
1 1
p(k) =3y a(k)s A€ At tel quedy = [of 4.4 aL]7 .,

2 ) b
,\m = [qﬂ1+--~+nm—l+1 + ...+ qnj+...+nm} ’ P= Xq

Nous avons p(k) — p et A(k) — A si k = oo et p(k), p € R?, d’on

u(q(k)) = w(A(k)p(k)) = F(u(p(k)), A(K) = F(u(p),A) = u(3p) = u(g),
c.q.f.d.

L’ensemble R} est un sélecteur de la famille RZ% . /p, ot la relation p est
définie comme il suit: ppg <+ VAEA : ¢ = Ap. On ne peut pas remplacer dans
(i) ce sélecteur par un sélecteur S arbitraire. En effet la fonction u(z, y) plus
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“haut est continue sur le sélecteur § = {3-1)}v{(,ye RZ,: y#1},

puisque u(z,y) = 1 sur 9, n’étant pas continue en méme temps. ‘
~ Le lemme démontré nous permet affablir les conditions dans quelques
théorémes dans [2], si nous remplagons en méme temps dans ces théorémes
la condition (2) par (1). Nous avons par cette méthode le

TuEorEME 2. Soit uw : R}, — Ry, satisfait & (1). Ils existent un
homeomorphisme v : w(R%,) — Ry et des constantes réelles cy,. .. »Cms
pas toutes zéro, tels que (11) a lieu si et seulement si la fonction (12) est
mesurable (L) pour chaque v = 1,... ,m et pour chaque p € R} 4, uw(R:,)
forme un intervalle, il existe un q € R}, tel que ’ensemble

H(g):={(InA\1,...,InAp): u(Aq) = u(q)}

forme un hyperplan 4 m — 1 dimensions et il n’existe aucun point p de R} ,
pour lequel u(Ap) = {u(p)}.

Ce théoréme est la conséquence simple du Théoréme 4 dans [2] et du
Lemme.

TutorEME 3. Ils existent pour la fonction u : R}, — Ry4 un homeo-
morphisme ¥ : w(R} ) — R+ et les constantes cy,. .. , ¢, pas toutes zéro,
tels que (11) a lieu si et seulement si la fonction u n’est pas constate et remplit
(1), u(R%} ) forme un intervalle, ils existent p € Ri, etve {1,...,m}tels
que les fonction (12) et (17) sont mesurables (L) et u(A,p) = uw(R}, ), ot

Avi={( 1,...01 toooi ity 1,000,101 ): t€RyLY.
{( 1, ) ++)

ny+odn,o n, Ny41+...+ny,

Ce théor‘eme résulte du Théoréme 5 dans [2] et d’apres la Remarque 1 et
le fin de la Remarque 2.

THEOREME 4. [Is existent pour la fonction u : R%, — R4+ un homeo-
morphisme 1 : u(R%}) — R4 est des constantes cq,. .. » Cm, pas toutes zéro,
tels que (11) a lieu si et seulement si u( t+) forme un intervalle, u n’est pas
constante, elle satisfait & (1) et ils existent p,q € R}, tels que la fonction
(12) est mesurable (L) pour v = 1,... ,m et u(Ag) = u(R% ).

Ce théoréme est la conséquence du Théoréme 6 dans [2] et du Lemme. 11
suffit seulement remarquer que si la fonction (12) est mesurable (L), alors 1a
fonction (12) avec r au lieu de p est mesurable (L) pour chaque r de R%,,
sous la supposition que u(Aq) = w(R% ) pour un g. En effet si u(r) = u(aq)

5*
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pour un a de A et u(p) = u(fq) pour un S de A, donc d’aprés (2) (comme
la conséquence de (1)) u(Ar) = u(Aaf™'p), d’ol la these.

THEOREME 5. IIs existent pour la fonction u : R}, — Ry4 un homeo-
morphisme ¥ : u(R},) — R, et des constantes cy,... ,c,, tels que (11) a
lieu si et soulement si u(R} ) forme un intervalle, u satisfait a (1), la fonc-
tion (12) est mesurable (L) pour chaque v = 1,... ,m et chaque p € R},
et pour chaque v = 1,... ,m Dégalité u(A,p) = {u(p)} a lieu pour chaque
p € R}, ou pour aucun.

Ce théoréme est conséquence simple du Théoréme 7 dans [2].

REMARQUE 5. La fonction v dans les Théorémes 2, 3, 4, 5 comme un
homeomorphisme est croissante ou décroissante. On peut prendre qu’elle est
croissante, puisque dans le cas contraire il suffit prendre 1/4 au lieu de 4,
en remplassant en méme temps les constantes ¢y,... ,¢, par —Cy, ..., —Cp.

REMARQUE 6. On peut remplacer dans les Théorémes 2, 3, 4, 5 la con- -
dition que la fonction la fonction (12) est mesurable (L) ou que la fonction
(17) est mesurable sur RT;! par la condition: il existe limy—1 u(Ap) sur A,
ou sur A,, d’aprés le raisonnement dans la démonstration du Théoréme 2.1
dans [4, p. 12]. Il résulte de ce raisonnement et d’aprés le Corollaire 1.1 dans
[4, p.13] que cette derniére condition est équivalente sous la supposition (1)
3 la continuité de A — u(Ap). L’exemple dans la Remarque 3 montre qu’on
ne peut pas remplacer dans les Théorémes 2, 3, 4, 5 la condition (1) par (2).
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