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S U R D E S F O N C T I O N S D E S N I V E A U X 

I N V A R I A N T E M E N T O R D O N N E S 

Z E N O N M O S Z N E R 

Resume. On considere des fonctions remplissantes la condition (3) et. dans 
le cas particulate 1'implication (1). On donnę des conditions sous lesquelles 
ces fonctions sont generalament homogenes. 

On considere dans quelques problemes en economie, en architecture, en 
sciences naturelles, en sciences sociales etc. une fonction u : R + + —> R++, ou 
R++ designe 1'ensemble des nombres reels positifs, remplissante la condition 

(1) u(p) < u(q) =• u(Xp) < u{Xq), 

pour chaque p,q € R £ + et A € A := { ( A j , . . . , A x , . . . , A m , . . . , A m ) 6 &++}, 
s v *" s v / 

ou ni,... , n„i sont fixes et n x + . . . + nm = ra, ou la condition 

(2) u(p) = u{q) => u(Xp) = u(Xq), 

qui result de 1'implication (1). 
On peut generaliser ces conditions de la manierę suivante. 
Soit u: X -*Y une fonction et B un groupe des bijections de 1'ensemble X 

avec la superposition des bijections comme l'operation. Soit Y un ensemble 
lineairement ordonne par la relation "<" et considerons la condition: 

( 3 ) A A : <p) < u ( T ( p ) ) < < T ^ ) ) -
P,g€X T£B 
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On peut remplacer dans cette condition 1'implication par l'equivalence 
puisque B forme un groupe. D en resulte que 

(4) l\ l\ : u(p) = u{q) =» u(T(p)) = u(T(q)). 
p,q€X TeB 

Les fonctions remplissantes cette condition sont l'objet de la note [3]. Ici 
nous occuperons des fonctions qui satisfont a la condition (3) (ou (1)). 

Supposons que la. fonction u remplie (3), done aussi (4). La relation 
ppq & u(p) = u(q) est une equivalence, on peut done considerer la familie 
X/p des classes d'equivalence de cette relation. Nous nommons ces classes 
les niveaux de la fonction u. La condition (4) est equivalente a la suivante 

A A : T ( M ) = [T(P% 
p€X TcB 

ou \p] designe le niveau de u auquel appartient p. On peut done nommer 
ces niveaux comme les niveaux invariants par rapport aux transformations 
du groupe B. 

Prenons la definition suivante: 

(5) [p] < [q] u(p) < u(q). 

On peut facilement demontrer que la relation " <" sur X/p est bien definie, 
que X/p est lineairement ordonnee par cette relation et que 

(6) A A : w < w => T ( W ) < T ( M ) -
[p],[q]ex/p T e B 

Les niveaux de u sont done invariantement ordonnes par la relation "<" 
par rapport aux bijections de B. 

Si u : X —• Y remlit (4) et si nous considerons l'application (u(p),T) —»• 
u(T(p)), nous recevons une fonction F : u(X) x B —»• u(X) bien definie, 
puisque la definition de F ne depend pas du choix de p. On a done 

(7) u(T(p)) = F(u(p),n 

d'ou 
F{y,TxT2) = Fiuip^TtTi) = u{T,T2{p)) 

et 

F(F(y,T2),Tt) = F ( F ( « ( p ) , r a ) , r 1 ) . = F{u{T2{p)),Tx) = u(T,(T2(p))) 
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et de la 

(8) F{F{y,T2),T,) = F(y,T,T2) 

pour cliaqtie y G u(X) et T\,T2 dans B. La fonction F remplit done 
l'equation de translation (de transformation) (8). De plus si nous designons 
par / 1'elenient neutre du groupe B nous voyons d'apres (7) que 

(9) F(y, I) = y pour chaque y € u(X). 

La fonction F remplit done aussi la condition (9) nominee la condition 
d'identite. 

Si u remplit (3) dans ce cas d'apres (7) la fonction F remplit 

(10) A A : V<z=>F(y,T)<F(z,T), 
y,zeu(X) TeB 

la fonction F(-,T) est done croissante pour chaque T de B. 
Passons a present a la fonction u : R + + —> R++. Le probleme suivant se 

pose dans les applications des fonctions u remplissantes (1): quelles sont des 
conditions necessaires et suffisantes pour qu'il existe une surjection croissante 
V> de u(X) sur R + + pour laquelle 

(11) V(«(Ap)) = ^(t t(p))AJ , . . .ASr 

pour c\,... , c m reels, pas tous zero. 
Dans ce cas la fonction ij)(u(p)) est une fonction homogene et la fonction 

u(p) est nommee generalement homogene. 

T H E O R E M E 1. lis existent pour une fonction u : R + + —> R + + des con-
stantes c-i,... , c m , pas toutes zero et une fonction if) : u (R++) —* R++ 
surjective et croissante telles que (11) a lieu si et seulement si (1) a lieu et 

(a) H existe q 6 R!f. + tel que I'ensemble 

D(q) := { ( l n A j , . . . , l n A m ) : u(q) < u(Xq)} 

forme un demi-espace ouvert de R m determine par un hyperplan H(q) a 
m — 1 dimensions, passant par 0 et 

(b) U existe p 6 R++ tel que 

u(Ap) := {u(Xp): A G A} = u ( R £ + ) . 
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Si de plus u (R++) forme un intervalle, ip comme une surjcclinn sur R + + 

croissante, doit etre continue, alors elle est un homeomorphisinr. II on resulte 
d'apres (11) que A —> u(Xp) dolt etre continue pour chaque p 6 

D E M O N S T R A T I O N de "seulement si". Si u(p) < u(q) on a tl'(u(p)) < 
V>(w(g)), d'ou ^(u(p))Xc < A(«( 9 ))A C , ou A c := AJ 1 . . . A ? - , et do la r(u(Xp)) 
< ip(u(Xq)), d'ou u(Xp) < u(Xq). Nous avons done (1). 

Remarquons que d'apres (11) nous avons l'equivalence 

u(q) < u(Xq) & X° > 1, 

d'oii on a (a) pour chaque q G R + + . 
La condition (b) est evidente pour chaque p de R + + puisque 

u(Xp) = 4>-1(xl>(u(p))Xc). 

D E M O N S T R A T I O N de "s i" . Nous avons 

H(q) - { ( l n A j , . . . , l n A m ) : u(q) = u(Xq)}, 

puisque on a 

u(q) < u(Xq) & In A := ( I n A i , . . . , l n A m ) G D{q), 

et d'apres (1) 
u(q) > u(Xq) - In A G D(q). 

Remarquons que d'apres (2), qui est la consequence de (1), la condition 
(b) implique que u(Ar) = u(R+_|_) pour chaque r de R + + - En effet d'apres 
(b) i l existe p G A tel que u(pp) = u(r), alors u(p) = u(p~lr), et pour 
chaque s de u(R+ + ) i l existe un A G A tel que u(s) = u(Xp). II en resulte 
que u(s) = u ( A / z - 1 r ) , c.q.f.d. 

Prenons i{>(u(q)) arbitraire dans R++ et soit x G ?J (R+ + ) . ^ existe A tel 
que u(Xq) = x. Posons 

4>(x) = V K A g ) ) := V(«( 9 ))A C , 

ou c = ( c i , . . . , c m ) et C\Z\ + . . . + c m 2 m = 0 est tel equation de notre 
hyperplan H(q) que D(q) = {(zi,... , zm) : cxz\ + ... + cwzm > 0}. Cette 
fonction est bien definie, car si u(pq) = u(Xq), alors d'apres (2): «(A _ 1/t</) = 
u(c) et de la, X~cp° = 1. II en resulte que A c = / i c , alors ij}{u(q))pc — 
ip{u(q))Xc. On voit aussi que ip est une application sur R++. 
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Nous allons demontrer que (11) a lieu. II existe pour r 'G R + + un Xy tel 
que u(Xr) = M ( A i e t de la 

4>(v.(Xr)) = tp(u(Xiq)) - rp(u(q))Xy. 

Nous avons de (2): u(r) = «(A - 1A]ry), alors 

.V(«(r)).= ^ f« ( 9 ) )A- c Af = V M A r ) ) A - c , 

d'ou (11). 
II suffit done montrer que la fonction V e s t croissante. Soient x,y £ 

u(R++) et x < y. Dans ce cas a- = u(-Ag), y = u(^iq) et x < y nous donne 
u(q) < u (A - 1 /*c) , alors (A~V)> > 1. done,/zc > A c et de la il>(u(q))f.ic > 
ip(u(q))Xc. Nous avons done .ip(u(p,q)) > tl>(u(Xq)), alors 1̂ (2/) > ip(x). La 
demonstration du Theoreme 1 est done achevee. • 

Le lemme suivant est vrai. 

L E M M E . Si u : R £ + -»• R + + remplit (1), M ( R + + ) forme un intervalle et la 
fonction 

(12) ; * - • « ( ( . ^ ^ t , )P), <GR++ 
n i + . . . + n „ _ i n„ 7 i „ + i + . . . + n m 

est mesurable (I) pour chaque v = 1,... , m et pour chaque p de R + + dans 
ce cas ia fonction X u(Xp) est continue pour chaque p G R++-

D E M O N S T R A T I O N . En prenant comme les bijections sur R £ + les trans
formations de la forme p —• Xp pour A dans A , nous recevons le groupe B 
pour lequel u remplit (3). On peut done la fonction F(y,T), formee comme 
plus haut pour la fonction u, considerer sous la forme F(y, A), ou 

(13) A / \ : F(F(y,X),tl) = F(y,Xfi), 
yeu(i&5.+) A,M£A 

(14) A : F(y,(h...,i)) = y, 
y € « ( i ; + l ) 

(15) A A : « ( A p ) = F ( U ( p ) , A ) 
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et 

A A : V<2=>F(y,*)< F(z,X). 

II resulte de la derniere condition que la fonction y —> F(y, A) est, continue 
pour chaque A € A , puisque u ( R + + ) forme un intervalle et d'apres (13), (1-1) 
et (15) on a F ( u ( R £ + ) , A) = « ( R + + ) pour chaque A € A. 

Considerons les fonctions 

H„{y,t) = F{y, l ^ - ^ J , ^ j ^ j j , ) 

n 1 + . . . + n 1 / _ i ii v 7i 1 / + 1 + . . . + ) i „ , 

et Gu{y,a) := Hu{y,ea) pour v — 1,2,... , m. La fonction / —> IIu(y,t) est 
mesurable (L) sur R + + pour chaque v = 1,... , m et chaque y £ M ( R + + ) 
d'apres (15). On a aussi 

A A = G „ ( G „ ( y , a ) , 0 ) = G „ ( y , a + /J), 

A : Gu(y,0) = y. 
3 / G « ( i ; + ) 

La fonction y —• Gv{y, a) est continue pour chaque a de R et de plus 
a —> Gu(y,a) est mesurable (L) pour chaque y de w(R!f. + ). II en resulte 
d'apres [4] que Gv est une fonction continue et de la la fonction F comme 
la superposition des fonctions Gu(y,\ul3) pour (3 £ R + + est aussi continue. 
Nous avons done la these d'apres (15). • 

R E M A R Q U E 1. II resulte de la demonstration plus haut que nous recevons 
aussi le lemma vrai si nous remplacons dans le lemme demontre la condition 
que la fonction (12) est mesurable (L) pour chaque v ou que la fonction 
A —• u(Xp) est continue sur A par la condition que la fonction (12) est 
mesurable (L) ou continue pour un u fixe dans 1'ensemble { 1 , . . . ,m). La 
meme remarque est vraie si nous remplacons partout le tour "pour chaque 
p de R £ + " par "pour un p de R " + " . 

R E M A R Q U E 2. Notre lemme est aussi vrai si nous remplacons la suppo
sition que la fonction (12) soit mesurable (L) pour chaque i / = 1,... , m e t 
pour chaque p € R + + par la condition que la fonction ( A j , . . . , A m ) —> u(Xp) 
soit mesurable (L) sur R ™ + pour chaque p 6 R + + - Pour cela montrer il 
suffit d'apres la demonstration du lemme faire voir que la fonction 

(16) t-+Hv(y,t) 
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est mesurable (L) pour chaque y € u ( R + + ) et v = 1,... , m. Soit Q 
1'ensemble des nombres rationnels et fixons v dans 1'eńsemble { 1 , . . . , m}. 
Us existent p\,... ,pu-i,pv+i,... ,pm feels tels que pour chaque y 6 Q f l 
w(R++) la fonction 

t —• F{y,Hi,... ,Pi,... , P v - i • , • • • • > > 

i • • • i / * H - l i • • • iMmj • • • ,jWm) 

est mesurable (L) sur R + + . Cela resulte du theoreme de Fubini puisque 
l'ensemble Q n u ( R + + ) est denombrable et A -* F(y,X) est mesurable sur 
R + + pour chaque y 6 t ł (R* + . ) . L a fonction 

V -+ F(y,Hi1,... , / X j " 1 , . . . ,fi~ii,... , 1 , 

Miz+l ' • • • » > • • • 5 M m 1 ' • • • > Mm 1 ) 

est continue sur u ( R + + ) , done d'apres (13) la fonction (16) est mesurable 
(L) pour chaque j / G Q n M ( R + + ) . 

Soit a present y £ u ( R + + ) , yn G Q f~l u ( R + + ) et yn —>• y. Dans ce cas 

H„(yn,p) -* Hv{y,n) 

puisque la fonction F(-,X) est continue, done la fonction (16) est mesurable 
(L) pour chaque y € u ( R + + ) , c.q.f.d. 

De meme facon si nous supposons que la fonction 

(17) ' ^ " - 1 ' ' " ' ' ~ * w ( ( ^ 1 ' • • • » A i , . . . , 
A | / _ i , . . . , A„_i, 1,... , 1 , A ^ + i , . . . , A^+i, — , A T O , . . . , Xm)p), 

ou ( A i , . . . , A j , _ i , A „ + i , . . . , A m ) 6 soit mesurable (L) nous recevons 
la mesurabilite de la fonction (12) avec p au lieu de u pour p = 1,... 
v + 1,... , m et de la on a la continuite de la fonction A —• u(Xp) sur A„, ou 

Ai/ := {A € A : Aj = 1 pour j = 71!+ . . . + n 1 / _ 1 + l , . . . , n i + . . .+n„^i+nl/}. 

Le fin de la Remarque 1 est aussi ici valable. 

R E M A R Q U E 3. On ne peut pas remplacer dans le lemme la supposition 
(1) par la supposition plus faible (2). En effet posons pour n = 1: 

u(p) = { 

f - ( p - l ) 1 pour p € ( 0 , l ) , 

1 pour p = 1, 

-p'1 +1 pour p e ( l , o o ) . 

5 - Ann*I«». . 
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Cette fonction remplit (2) comme une Injection de R + + sur R++, la fonc
tion A —* u(Ap) est mesurable (L) pour chaque p et elle n'est pas con
tinue (p.ex. pour p = 1 au point 1). Cctte fonction ue remplit pas (1) 
puisque pour p = j , q — | , A = 3 on a u(p) — | < 3 = u(q) et 
u(Ap) = t i ( l ) = 1 > l = u(2) = u(Xq). 

R E M A R Q U E 4. L a fonction u dans le lemme ne doit pas ćtre continue, 
raerae que la fonction F dans la demonstration de ce lemme et remplissante 
(7) est continue. En efFet la fonction (n = 2, m = 1): 

f x pour x^y, ( x , y ) e R + + , 
u(x, y) = < 

[ 2x pour x = y, € R + + , 

est une fonction homogene du dćgre 1, done elle remplit (1) et la fonction 
F(y, A) = yA, done elle est continue. La fonction u n'est pas continue puisque 
lim u(\,y) = 1 ^ 2 = u(\, 1). Mais si F est continue et 

(i) u(p) est continue sur 1'ensemble 

Rj? = {peRl+ : p? + ••• + < = 1 et p i 1 + . . . + n „ + l + . . . + < + . . . + „ r + , = l 
pour y = 1,... , m}, 

dans ce u est continue. En effet soit q(k) —• </ pour ty G R++ et —• oo 
et soient X(k) G A et tel que 

Ai(*) = [*?(*) + • • • + <£,(«.')] ł , A2(fc) = + • • • + ?H1.+„8U-)]4 . 
. . . ,Am(fe) = [ < / n ] + . . . + 7 l m _ 1 + i ( A ; ) + . . . + d ] + . . . + n m ( A ; ) ] 2 , 

p(fc) = A G A et tel que A, = [?? + . . . + 

Am — 2 1 2 
9nJ + . . .+n m _ 1 +l + • • • + 9ni + . ..+ n„ ' p=xq-

Nous avons p{k) —• p et A(A?) —> A si —• 00 et p(A;), p G M " , d'ou 

«(?(*)) = t*(A(*)p(*)) = F(u(p(k)),X(k)) F ( U (p) ,A) = «(Ap)'= «(?) , 

c.q.f.d. 

L'ensemble R " est un selecteur de la familie R + + / p , ou la relation p est 
definie comme il suit: ppq VAG A : q = Ap. On ne peut pas remplacer dans 
(i) ce selecteur par un selecteur S arbitraire. En efFet la fonction u(x, y) plus 
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haut est continue sur le selecteur S = { ( j » j ) } l - l { ( l , t / ) € R + + : y ^ l } , 
puisque u(x,y) = 1 sur 5, n'etant pas continue en raerae temps. 

Le lemme demontre nous permet affablir les conditions dans quelques 
theoremes dans [2], si nous remplacons en menie temps dans ces theoremes 
la condition (2) par (1). Nous avons par cette methode le 

T H E O R E M E 2. Soit u : R £ + -» R + + sa.tisfa.it a (1). lis existent un 
homeomorphisme ip : M ( R + + ) —• R++ et des constantes reelles c i , . . . , c m , 
pas toutes zero, tels que (11) a lieu si et seulement si la fonction (12) est 
mesurable (L) pour chaque u = 1,... , m et pour chaque p G R++, «(R++) 
forme un intervalle, il existe un q G R + + tel que 1'ensemble 

//(</) := {(In \ x , . . . ,In A m ) : u(Xq) = u(q)} 

forme un hyperplan am - I dimensions et il n'existe aucun point p de R + + 

pour lequel u(Ap) = {u(p)}. 

Ce theoreme est la consequence simple du Theoreme 4 dans [2] et du 
Lemme. 

T H E O R E M E 3. Ils existent pour la fonction u : R + + —*• R + + un homeo
morphisme ij> : u(RIji +) —• R! j i + et les constantes C\,... , c m , pas toutes zero, 
tels que (11) a lieu si et seulement si la fonction u n'est pas constate et remplit 
(1), u (R+ + ) forme un intervalle, ils existent p G R++ et v G { 1 , . . . ,m}tels 
que les fonction (12) et (17) sont mesurables (L) et ii(Aup) = «(R" + ), ou 

A „ : = { ( 1 ^ 1 U^^jl )•• * € R + + } . 
n i + ...+ n „ _ i n„ n „ + i + . ..+nm 

Ce theoreme resulte du Theoreme 5 dans [2] et d'apres la Remarque 1 et 
le fin de la Remarque 2. 

T H E O R E M E 4. lis existent pour la fonction u : R + + —• R++ un homeo-
morphisme ip : u(R+) —• R++ est des constantes c\,... ,cm, pas toutes zero, 
tels que (11) a lieu si et seulement si u(R!f.+) forme un intervalle, u n'est pas 
constante, elle satisfait a (1) et ils existent p,q G R + + tels que la fonction 
(12) est mesurable (L) pour v = 1,... ,m et u(Aq) = u(R+ + ) . 

Ce theoreme est la consequence du Theoreme 6 dans [2] et du Lemme. II 
suffit seulement remarquer que si la fonction (12) est mesurable (L) , alors la 
fonction (12) avec r au lieu de p est mesurable (L) pour chaque r de R++, 
sous la supposition que u(Xq) = u(R+ + ) pour un q. En effet si u(r) = u(otq) 

s* 

http://sa.tisfa.it
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pour un a de A et u(p) = u{(5q) pour un f3 de A , done d'apres ( 2 ) (comme 
la consequence de ( 1 ) ) u{\r) = u(\a(5~xp), d'ou la these. 

T H E O R E M E 5. Us existent pour la. fonction u : R + + —>• R + + un homeo-
morphisme ij>: u(R!J: + ) -* R + + et des constantes c j , . . . , c T O tels que ( 1 1 ) a 
lieu si et soulement si M ( R + + ) forme un intervalle, u satisfait a ( 1 ) , la fonc
tion (12) est mesurable (L) pour chaque v = 1, . . . , m et chaque p € R + + 

et pour chaque v = 1, . . . ,m I'egalite u(Aup) = {u(p)} a lieu'pour chaque 
p € R + + ou pour aucun. 

Ce theoreme est consequence simple du Theoreme 7 dans [2]. 

R E M A R Q U E 5. L a fonction ij) dans les Theoremes 2 , 3 , 4 , 5 comme un 
homeomorphisme est croissante ou decroissante. On peut prendre qu'elle est 
croissante, puisque dans le cas contraire i l suffit prendre l/y> au lieu de ij), 
en remplassant en meme temps les constantes c\,... , c m par — c\,... ,—cm. 

R E M A R Q U E 6 . On peut remplacer dans les Theoremes 2 , 3 , 4 , 5 la con
dition que la fonction la fonction ( 1 2 ) est mesurable (L) ou que la fonction 
(17 ) est mesurable sur R + + 1 par la condition: i l existe lim;\->i u(\p) sur A,, 
ou sur A„, d'apres le raisonnement dans la demonstration du Theoreme 2.1 
dans [4, p. 12]. D resulte de ce raisonnement et d'apres le Corollaire 1.1 dans 
[4, p.13] que cette derniere condition est equivalente sous la supposition ( 1 ) 
a la continuite de A —> u(Xp). L'exemple dans la Remarque 3 montre qu'on 
ne peut pas remplacer dans les Theoremes 2 , 3 , 4 , 5 la condition ( 1 ) par ( 2 ) . 
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