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ZENON MOSZNER*
SUR UN THEOREME DE S. GOLAB

Resume. On examine en quel degre les suppositions dans un theoreme de S. Gotgb, au sujet de la
determination au juste de Tisomorphisme de Taddition et de la multiplication simples, sont
essentielles. On demontre aussi une modification de ce theoreme et on pose un probleme ouvert.

S. Gotgb dans [2] (voir aussi [1]) a demontre le theoreme suivant:
Si les fonctions f: R2-»R, g:R2-* R (R — le corps des nombres reels)

(D sont de classe € x,

(3 V A [f(X:a): f{a,x) = x et g(a,x) = g(x,a) = a],
acR xeR

®3) V Ade x = x

eeR xeR
) A \Jf{b,x) = ¢,

b,ceR xeR
) A d{f(x,y).2)=f(g(x,2),9(y.2)),

X,y,zeR

alors U existe unefonction oj\ R =R, monotone que
(6) f(x,y) = a»_1(co(x) + a>(")),

() g{x,y) = co_1(co(x)(0(3))-

Il resulte d’apres la demonstration de ce theoreme dans [2] qu’il suffit de
supposer au lieu de (1) que
(8) f(x,y) a la differentielle totale de Frechet-Stolz dans chaque point de R2,
(9) g(x,y) est continue par rapport a x pour chaque y de R,
(10) il est continue gy(x, a) pour chaque x e R.

Cette note est consacree a la discussion est-ce que ces suppositions (8), (9) et
(10) de la regularite sont essentielles dans ce theoreme.

I. Posons g(x, y) = x ¢y et cherchons quelle doit etre/ pour remplir (2), (4) et
(5). La condition (5) nous donne:

f(x,y)z =f (xz,yz)
et de la pour z = \/x (x =£0) nous avons:

f(x,y) =f{\,y/x)-x
et pour (p(u) = f(l,u)

f(x.y) = e(y/x)x.
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Nous avons d’apres (2) pour a = O:

f(0,y) =,
done:

¢ f<p(y/x)x pour x ~ 0,
=<
(1) (x.y) ly pour x = 0.

La condition (2) pour a = 0 nous donne:
/(x,0)=¢e(0)-x = X,
done

(12) RO) = 1-

Passons a la condition (4). Pour b = 0 cette condition est remplie pour la fonction
(11) par x = c. Pour b =£ 0 I'equation/ (b,X) = ¢ donne

f(b,x) = e(x/b)b = ¢,
alors
e(x/b) = c/b,

la condition (4) implique done que
(13) le contre-domaine de o est egal a R.

Inversement chaque fonction/de la forme (11), pour <p:R -> R remplissante
(12) et (13), satisfait aux (2), (4) et (5).

Supposons a present que/ soit une fonction continue sur R2. 1l en resulte que
(14) o doit etre une fonction continue sur R.

De plus la continuite de/au point (0,y0) pour yO ~ 0 nous donne

f(x,y) ~f(0,yo0) = y0 pour x-¢0,y ~ y0
alors
<p(y/x)-x -> y0
et de la pour x =m0+, y0 > 0, en posant y0/x = u hous avons
(p(u)/u -> 1 pour u -* + 00,

done @ a la direction asymptotique 1 a +o00. En raisonnant analogiquement
pour y0 < 0 et pour x -» 0+ nous avons la conclusion que

(15) < a la direction asymptotique 1a +oo0.

Cette'supposition avec (14) implique que / donnee par (11) est une fonction
continue sur.R2. Cela est evidente au point (x0, y0) pour x0/ 0. Pour x0 = 0 et
y0 A 0 nous avons

I (x,y) = e(y/x)-x = ~1~ 'y > 1% = i'0 =/(°>>)

pour x->0,y->-yo.
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Pour x0= 0= y0 soit 0 # xn->0 et 0~ yn->0 et soit ykJxkn une suite
choisie de la suite y jx n. Dans ce cas la suite (p(ykJxkJ xknest choisie de la suite
(p(y../%,,)-%,,. On peut choisir de la suite ykIxkn une suite y j x m (designation
simplifiee) qui tend vers a (a finie ou a = + o00). De la

1) si a est finie, alors

<p(yjxmxm-» (a0 = 0,
2) sia = o0, alors

<p(yjxmxm= " j~ -y m~ 1-0 =0,

done toujours

<p(yjxm x m->o0.

On peut done choisir, de chaque suite (p(yk)Jxki)xkn choisie de la suite
€ (yJxnm-xm, une suite <p(yjxJ-x mqui tend vers 0 et de la:

<P(yJxn)'xn-»0,

ce qui demontre la continuite au point (0,0) de/ donnee par (11).
Si nous supposons que
(16) ¢ est une fonction differentiable sur R,
dans ce cas ils existent pour/ donnee par (11) les deriveesf x etfy au point (x0, y0)
x0 ™ 0. Il existe d’apres (11) aussi fy(0,yo0). Nous avons

f , 'f 0> < 0/ - O ’ LR
(x,y0) E yo)_ <p(yU/x)x-y0 _ <P(y0/%)-yO/x

done si

a) yo = nous avons/x(0,0) = 1,

b) yo~  alors si nous supposons que
(17)  oa la meme asymptote dans + oo,
dans ce cas il existe/*(0,y0).

En resumant chaque fonction/ donnee par (11), ou ¢ remplit (12)—(17),
remplit avec la fonction g(x, y) = xy les conditions (2—(5) et de plus elle est
continue et ils existent/ Xetfy sur R2. De plus la fonction g remplit evidemment (9)
et (10). La condition (6) ne doit pas etre remplie puisque cette condition implique
f(x,y) = f(y,x) etlafonction/donnee par (11) ne doit pas etre commutative. En
effet la commutativite de/ donnee par (11) donne

P = (p{l/u)u

et cette condition ne resulte pas des conditions (12)—(17). En effet il suffit de
prendre

(p(u) = uF(u2+ 1)+ 1.
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Il resulte de nos considerations qu'on ne peut pas affaiblir la supposition (8)
dans le theoreme de S. Gotgb en remplassant cette supposition par ~supposition de
la continuite de f et de l'existence de f'x et /5 sur R2.

Pour cela demontre on peut donner aussi un exemple directe

yI(x2+y2)+x pour (x,y) N (0,0),
* -
>y)= pour (x.y) = (0,0)
et g(x,y) = xy.

Remarquons enfin que la supposition que la fonction/ donnee par (11)
possede la differentielle totale de Frechet-Stolz dans le point (0,0) nous donne
pour y = tx:

f(x,y)-y-x (p{t)x-tx-x X 1 IX
(*+/>*-" wa+Fj* =MVTT?(P()“ 0
pour x->0, et de la cp(t)—t—1 = 0, done cpft) = t+\ et f(x,y) = x+v.

. Posons a present f{x,y) —x +y et cherchons quelle doit etre g pour
remplir (2), (3) et (5).

La condition (5) nous donne dans ce cas

g(x+y,z) = g(x,z) +g(y.2),

done
(18) g(x, z) doit etre une familie a un parametre, avec parametre z, des fonctions
additives de x.
Dans notre cas f(x,y) = x+y nous avons a = 0 dans (2), done cette
condition nous donne

0(0,2) =0 et 0(x,0) = 0.

La condition premiere resulte de I'additivite de g(x,z) par rapport a X
Soit a present H une base de Hamel tel que 1e H et posons

(19) g{\,z) = z pour chaque z de R.
De plus soit

(20) g(d, y) une fonction de classe pour chaque d ~ 1fixe de H et telle que

(21) g(d, 0) =0
22) dy(d,Q) = d.
Posons

(23) g(x,z) = g(a.ldl +... + andn,z) = alg(d1,z) + ... + a,,9(d,,,2)
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pour x = aldl+ ...+ a,d, et dve H pour v = 1, n. g(x, z) est une fonction
additive pour rapport a x. D’apres (21).nous avons

N(x,0) = oclg(d1,0) + ... + ang(dn,0) = 0,

done (2) a lieu. D’apres (19) il est remplie (3). La fonction g{x,y) est de classe
par rapport ay d’apres (20) et de plus

flr;(x,0) = «(g'(d1,y))0+ ... + an(g'(dn,y))0 = aldl+ ... +a,d, = X,

done (10) a aussi lieu.

En resumant chaque fonction g donnee par (23), ou g(d, y) remplit (19)—(22)
pour chaque d de H, remplit avec la fonction /(x,y) = x +y les conditions
(2—(5). Elle ne doit pas etre de la forme (7), puisque la fonction de cette forme est
commutative et la fonction donnee par (23) ne doit pas etre commutative. En effet
si nous prenons un h de H et h # 1 et supposons au-dessus de (19—(22) que
g(h, )~ h nous avons d’apres (19)

g(l,h) = h ™ g(h, 1.

Il en resulte que la supposition (9) est essentielle dans le theoreme de S. Gotab.

1. Passons a la supposition (10). Dans le cas si/(x, y) = x + yla condition (5)
nous donne la conclusion (18) et la supposition (9) implique que g(x, z) = e(z) X,
que avec (3) implique

©(2)-e = z.

Puisque e ~ 0 (dans notre cas/(x,y) = x+y,alorsa = Oete = 0 donne d’apres
(2) et (3): x = g(e, x) —g(0,x) = 0) on a

cp(z) = zle
et de la
g(x,y) = xzle.

Il en resulte que g remplit (10) dans ce cas (/(x,y) = x+Y).
Dans le cas general le probleme est-ce-que la supposition (10) est essentielle
dans notre theoreme reste ouvert.
Nous demontrerons en liaison avec ce probleme le theoreme suivant:
Si lesfonctions f et g remplissent (2), (3) et (5) et de plus
(24) il existe gx sur R2
et
(25a) il existe fx(a, y) # 0 continue par rapport a'y

(25b) il existe fy(x,a) ™ 0 continue par rapport a X,
alors g satisfait aussi a la supposition (10).
Demonstration (dans le cas de la supposition (25a)).
En differentiant (5) par rapport axau point X = a nous recevons

(26) fluv,z)-/,'(a, v) = .fx(a, g(y, 2)) mx(a, z).
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En designant
F(y) = J [fx(a, f)]_1dt

nous avons d’apres (26)
(F(gf(y.2))-F(y)"(a,z)); = 0.
Il en resulte qu’il existe une fonction e(z) telle que
F{a(y.2))-F(y)g'x(a,z) = #(2)
En posant iciy = a nous avons puisque F(a) = 0 que (2 = 0, done
F{a{y.2))-F(y)g'x(a,z) = 0.
De la puisque F'(y) » Oon a
9(y, 2) = F~1[F(y)g'x(a, 2)].
Nous avons en posant iciy = e d’apres (3)
Z = F~1[F(e)g'x{a,2)\,
d’ou
F(z) = Fe)g'x{a,z).
Puisque F'(z) 0 nous avons F(e) ~ 0 et
gx(a,z) = F(z)/F(e).
De la
9(y.z) = F~I[F(y)F(z)/F(e)],

la fonction g remplit done la supposition (10), c.q.f.d.

La demonstration dans le cas (25b) est analogue.

Remarquons qu’il en resulte d’apres le theoreme de S. Gotab que lesfonctions
fetg remplissantes les suppositions du theoreme demontre plus haut et les conditions
(4) et (8), sont de laforme (6) et (7).

La forme (7) de la fonction g resulte aussi directement de (27) puisque en
posant a>(x) ==F(x)/F(e) nous avons

(28) g(x,y) = (0~1\<»{x) mj(y)]

avec w monotone, puisque co'(x) = F'(x)/F(e) # O.
En differentiant (5) par rapport a z au point z = a nous recevons (ici
f(x,y) = x+y):

(29) gy{f(x.y), @) = gy(x, a)+ gy(y, a)
et puisque d’apres (28)
dy(x, @) = (&>~ 1ly(co(x)a>(a))a>(x) co'(a)
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w(a) = F(a)/F(e) = O
nous avons
g'y(x,a) = (o))" (0)oj(x)aS(a) = co(x).
On a done d’apres (29)

<o{f(x,y)) = oj(x) + aj(y)
et de la

f(x,y) = co_L(<Y()+ YY),

la fonction/ a done la forme (6).

En realite nous avons demontre une modification suivante du theoreme de S.
Gotab:

Sifet g remplissent (2), (3), (5), (8), (24), (25a) ou (25b) dans ce cas elles sont de la
forme (6) et (7).

Pour demontrer que la supposition (10) est essentielle dans le theoreme de S.
Gotab il suffit de montrer I'exemple d’une fonction/: R 2 -* R remplissante (2), (4)
et (8), netant pas de la forme (6), pour laquelle I'equation fonctionnelle

(30) (p{f(x,y)) = f(e(x), e(y))
a une familie & des solutions a un parametre dans ce sens que

V A VI> (60 =y

x0eR yoeftipe&
En effet en designant par <Bo(x) un des elements de la familie '¥ pour lequel
(oyo(x0) = yO0 et en posant g(x,y) = (py(x), nous voyons quc g remplit (9) et (3)
pour e = x0et/et g remplissent (5), meme que g ne satisfait pas a (10) puisque
/ n’est pas de la forme (6).

J’ai pose le probleme d’existence de la fonction/ plus haut a la 21-ieme
conference au sujet des equations fonctionnelles en Konolfingen en Suisse en
1983 ([3]). Mr K. Strambach a me dit pendant cette conference qu’une telle
fonction existe (une methode de la construction d’une fonction de cette sorte par
une voie geometrique sera probablement publie dans Aequationes Math.), done
8i I’exemple serait bon la supposition (10) serait essentielle dans le theoreme de
Gotgb.

Nos considerations plus haut montrent que si Vequation (30) a unefamilie des
solutions differentiables et a un parametre pour unefonctionf remplissante (2), (4),
(8) et (25a) ou (25b), dans ce casf doit etre de laforme (6).
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